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般化として、 組み紐群の元に関するゼータ関数を定義し、 その性質として、 留数に結び目の古
典的な不変量である Alexander 多項式が現れることや、 ある条件の下でリーマン予想の類似





$X:=\{1, 2, . . . , n\}$ を有限集合とし、 $\sigma\in Aut(X)\simeq S_{n}$ とする。 このとき $(\sigma, X)$ は力学系であり、
この力学系に関するゼータ関数を次のように定義する。
$\zeta_{\sigma}(s):=\exp\{\sum_{m=1}^{\infty}\frac{\#Fix(\sigma^{m})}{m}s^{m}\},$
ここで Fix$(\sigma^{m}):=\{x\in X|\sigma^{m}x=x\}$ とする。これを $\sigma$ に関する $\mathbb{Z}$-力学系ゼータ関数とよぶ。
このゼータ関数は次のような性質をもつことが知られている ([7])。
命題 1.1.1. (1) Cycle $(\sigma)$ と書いて $\sigma\in S_{n}$ の中の互いに素なサイクル全体の集合を表し、 $P\in$
$Cycle(\sigma)$ に対して $l(P)$ でそのサイクルの長さを表すことにする。 このとき $\zeta_{\sigma}(s)$ は次のようなオ
イラー積表示をもつ:
$\zeta_{\sigma}(s)=\prod_{P\in Cycle(\sigma)}\frac{1}{1-s^{l(P)}}.$
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ここで、 sgn: $S_{n}arrow\{\pm 1\}$ は $\sigma$ の符号を表す。




に類似した性質をもっている。 しかし、 デデキント・ゼータ関数は、 $s=1$ における留数にその代
数体の不変量 (類数や判別式、 レギュレーターなど) が現れるという性質をもつが、 一方で Z-カ




まずは組み紐群について簡単にまとめる (詳細は [3],[6],[10] を参照)。
定義 1.2.1. $B_{n}$ を次のように定める。
$B_{n}:=\langle\sigma_{i}(i=1,2, \ldots, n-1)|\sigma_{i}\sigma_{j}=\sigma_{j}\sigma_{i}(|i-j|\geq 2)$ , $\sigma_{i}\sigma_{i+1}\sigma_{i}=\sigma_{i+1}\sigma_{i}\sigma_{i+1}(i=1,2,$
$\ldots,$ $n-2$
これを $n$次組み紐群という。
生成元 $\sigma_{i}$ は、 Figure 1のように $i$ 番目と $i+1$ 番目の紐の交差であるとする ([3])。 また、 紐
を下につなげることを積とする。 さらに、Figure2のように組み紐の上と下をつなぎ合ゎせるこ
とによってできる絡み目を組み紐の閉包といい、 $\sigma$ の閉包を $\hat{\sigma}$ と書くことにする。
Figure 1: 生成元 $\sigma_{i}$ Figure 2: $\sigma$ の閉包
以下、 基本事項をいくつか述べる。
全射
(1) $g*\}_{\pi_{n}}:B_{n}arrow S_{n}\hslash^{\backslash }\backslash \backslash \backslash (\lambda$のようにして自然に定まる。
$\pi_{n}(\sigma_{i}):=(i, i+1)$ .
(2) $\sigma\in B_{n}$ に対し、 $\pi_{n}(\sigma)\in S_{n}$ が長さ $n$ のサイクルであるとき、 $\hat{\sigma}$ は結び目になる。
(3) 組み紐 $\sigma\in B_{n}$ が生成元を用いて $\sigma=\sigma_{i_{1}}^{e_{1}}\sigma_{i_{2}}^{e_{2}}\cdots\sigma_{i_{f}}^{e_{r}}$ と表されるとき、 準同型写像 $\epsilon$ : $B_{n}arrow \mathbb{Z}$
を次で定める。
$\epsilon(\sigma):=e_{1}+e_{2}+\cdots+e_{r}.$




定義 1.3.1. 群の表現 $(G, \rho, V)$ が与えられているとき、 元 $g\in G$ に対し、 次の関数を考える。
$\zeta(s, g;\rho):=\det(I-\rho(g)\mathcal{S})^{-1}.$
これを $g$ の、 表現 $p$に付随するゼータ関数と呼ぶ。
上の定義により、 $\mathbb{Z}$-力学系ゼータ関数は対称群 $S_{n}$ の置換表現 $p_{n}$ に付随するゼータ関数である




定義 1.4.1. 組み紐群 $B_{n}$ の生成元 $\sigma_{i}$ に関して写像 $\beta_{n,q}$ を次のように定義する。
$\beta_{n,q}(\sigma_{i}):=I_{i-1}\oplus(\begin{array}{lll}1- q lq 0\end{array})\oplus I_{n-i-1}\in GL_{n}(\Lambda)$ . (1.1)
ここで $\Lambda$ $:=\mathbb{Z}[q^{\pm 1}]$ ( $\mathbb{Z}$係数の一変数Laurent多項式環) とする。 この $\beta_{n,q}$ を、組み紐群の Burau表現
と呼ぶ。
この Burau表現を用いて、 組み紐 $\sigma\in B_{n}$ に関するゼータ関数を次のように定義する。
$\zeta(s, \sigma;\beta_{n,q})=\det(I_{n}-\beta_{n,q}(\sigma)s)^{-1}$ . (1.2)
また、 組み紐群の Burau表現と対称群の置換表現との間には次のような関係が成り立っている。
$B_{n}arrow^{\beta_{n,,q}}GL_{n}(A)$
$\pi_{n}\downarrow \downarrow qarrow 1$ (1.3)
$S_{n}arrow^{p_{n}}GL_{n}(\mathbb{Z})$
この可換図式から、極限公式
$\lim_{qarrow 1}\zeta(s, \sigma, \beta_{n,q})=\zeta(s, \pi_{n}(\sigma),p_{n})=\zeta_{\pi_{n}(\sigma)}(s)$ . (1.4)




定理 2.1.1. (1) 組み紐 $\sigma\in B_{n}$ に対して、 次のような関数等式が成り立つ。
$\zeta(s, \sigma;\beta_{n_{\rangle}q})=sgn_{q}(\sigma)^{-1}(-s)^{-n}\zeta(1/s, \sigma^{-1};\beta_{n,q})$ .
ここで、 $sgn_{q}(\sigma)$ $:=\det(\beta_{n,q}(\sigma))$ とする。
(2) 組み紐の閉包 $\hat{\sigma}$ が結び目である (つまり $\pi_{n}(\sigma)\in S_{n}$ が長さ $n$ のサイクルである) とき、
$\zeta(s, \sigma;\beta_{n,q})$ の $s=1$ における留数は次で与えられる。
${\rm Res}_{s=1} \zeta(s, \sigma;\beta_{n,q})=-\frac{1}{[n]_{q}}\Delta_{\hat{\sigma}}(q)^{-1}.$
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ここで $\Delta_{\hat{\sigma}}(q)$ は結び目 $\hat{\sigma}$ に関する Alexander多項式であり、 $[n]_{q}$ は $q$ -整数で、 次のように定める。
$[n]_{q}:= \frac{1-q^{n}}{1-q}.$
(3) $q$ は複素平面上の単位円周上の点 (このとき $q$ は $e^{t}\theta(\theta\in \mathbb{R})$ と表される) であり、 $q$ の偏角が
不等式 $|\theta|<2\pi/n$ を満たしていると仮定する。 このとき任意の組み紐 $\sigma\in B_{n}$ に関するゼータ関
数はリーマン予想の類似を満たす。 つまり、 $\zeta(e^{-s}, \sigma;\beta_{n,q})$ のすべての極に関して次が成り立つ。
${\rm Re}(s)=0.$
(1) に関しては行列式表示 (1.2) から直ちに示されるので、 以下 (2)、 (3) の証明を簡潔に述べ
る。 Burau 表現 $\beta_{n,q}\ovalbox{\tt\small REJECT} f1$ 次元の自明表現 1と、 $n-1$ 次元の既約な Burau 表現 $\beta_{n,q}^{r}$ に分解され




(3) に関しては、 既約な Burau 表現 $\beta_{n,q}^{r}$ のユニタリ性から得られる。 ユニタリ性は Squire に
より示されている ([11])。 具体的に、
$\Omega_{n}^{r}:= (q^{\frac{1}{2}}+q^{-\frac{1}{2}}-q^{\frac{1}{2}} -q^{-}21 -q^{2}1 q^{\frac{1}{2}}+q^{-\frac{1}{2}}-q^{-\frac{1}{2}} )\in GL_{n-1}(\mathbb{Z}[q^{\pm\frac{1}{2}}])$ .
という行列を用いて、 次のような等式を満たすことが示されている。
$\beta_{n,q}^{r}(\sigma)\cdot\Omega_{n}^{r}\cdot\beta_{n,q}^{r}(\sigma)^{*}=\Omega_{n}^{r}.$
$\Omega_{n}^{r}$ が正定値であるとき、任意の $\sigma\in B_{n}$ に対して $\beta_{n,q}^{r}(\sigma)$ の固有値の絶対値が 1となることから
リーマン予想の類似が示される。
2.2 怨力学系ゼータ関数との比較
(1.4) と定理 2.1.1からわかるように、 (1.2) で定義された組み紐のゼータ関数は露カ学系ゼータ関
数の $q$-変形であり、 多くの類似した性質をもつ。 さらに、 $\mathbb{Z}$-力学系ゼータ関数にはなかった性質
として、 組み紐のゼータ関数は $s=1$ における留数に (結び目の) 不変量が現れた。 これは第 1章




3.1 組み紐の多重化 (平行化) と特殊積
次に、 組み紐の多重化 (平行化) を定義する。
定義 3.LL $\sigma_{i}\in B_{n}(i=1, \ldots, n-1)$ 、 $m\in \mathbb{N}$ に対し、 写像 $w_{m}:B_{n}arrow B_{nm}$ を
$w_{m}(\sigma_{i}):=(\sigma_{im}\sigma_{im-1}\cdots\sigma_{im-(m-1)})(\sigma_{im+1}\sigma_{im}\cdots\sigma_{im-(m-2)})\cdots(\sigma_{im+(m-1)}\sigma_{im+(m-2)}\cdots\sigma_{im})$
と定める。 また一般の組み紐 $\sigma\in B_{n}$ が $\sigma=\sigma_{i_{1}}^{e_{1}}\sigma_{i_{2}}^{e_{2}}\cdots\sigma_{i_{f}}^{e_{r}}$ と表されるとき、
$w_{m}(\sigma):=w_{m}(\sigma_{i_{1}})^{e_{1}}w_{m}(\sigma_{i_{2}})^{e2}\cdots w_{m}(\sigma_{i_{r}})^{e_{r}}$
と定義する。 この写像 $w_{m}$ を $m$ 重化写像と呼ぶ。
生成元 $\sigma_{1}\in B_{2}$ の多重化は次の図で説明される。
$w_{m}$
$arrow$
Figure 3: $\sigma_{1}$ の $m$ 重化
$w_{m}$ の定義は well-dened であり、 準同型写像となる。
次に 2つの組み紐に対して特殊な積を定義する。







Figure 4: $\sigma$ と $\tau$ の特殊積
続いて、 特殊積の例とその閉包を挙げる。
例 3.1.1. $\sigma=(\sigma_{1}\sigma_{2}^{-1})^{2}\in B_{3、}\tau=\sigma_{1}^{3}\in B_{2}$ のとき、
$\iota_{2,6}(\tau)=\sigma_{1}^{3}\in B_{6},$
$w_{2}(\sigma)=\{(\sigma_{2}\sigma_{1}\sigma_{3}\sigma_{2})(\sigma_{4}\sigma_{3}\sigma_{5}\sigma_{4})^{-1}\}^{2}\in B_{6},$
となり、 特殊積 $\sigma*\tau$ とその閉包は次の図のようになる (Figure 5, 6)。
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Figure 5: 特殊積 $\sigma*\tau$
Figure 6: $\sigma*\tau$ の閉包
3.2 組み紐のゼータ関数の分解公式
特殊積で表される組み紐のゼータ関数の公式について次の結果が得られた。
定理 3.2.1. $\sigma\in B_{n},$ $\tau\in B_{m}$ に対し、 $\hat{\sigma},$ $\hat{\tau}$ は結び目であるとする。 このとき、
$\zeta(s, \sigma*\tau;\beta_{nm,q})=(1-q^{m\epsilon(\sigma)}s^{n})\zeta(s, \sigma;\beta_{n,q^{m}})\zeta(q^{\pi\kappa(\sigma)}s^{n}, \tau;\beta_{m,q})$
が成り立つ。
この定理から、 特殊積で表される組み紐 $\sigma*\tau$ は本質的に $\sigma$ と $\tau$ のゼータ関数に分解されるこ
とが分かる。 さらに、 特殊積については次の命題が成り立つ。
命題 3.2.1. $\sigma$、 $\tau$ の閉包がともに結び目であるとき、 特殊積 $\sigma*\tau$ の閉包も結び目となる。
これは $\sigma\in B_{n}$ の閉包が結び目であることと、 $\pi_{n}(\sigma)\in S_{n}$ が長さ $n$ のサイクルであることが同
値であることに注意し、 $\pi_{nm}(\sigma*\tau)\in S_{nm}$ における $\mathbb{Z}$-力学系ゼータ関数を計算することで示すこ
とができる。
命題 3.2. 1と定理 2.1.1(2) により、 $\sigma*\tau$ の閉包に関する Alexander多項式も得ることができる。
系 3.2. 1. $\sigma\in B_{n},$ $\tau\in B_{m}$ に対して、 $\hat{\sigma},$ $\hat{\tau}$ は結び目であるとき、 $\overline{\sigma*\tau}$ の Alexander多項式は、
$\Delta_{\hat{\sigma*\tau}}(q)=\frac{\Delta_{\hat{\sigma}}(q^{m})}{[m]_{q}\zeta(q^{m\epsilon(\sigma)},\tau;\beta_{m,q}^{r})}$




補題 3.2.1. $\sigma\in B_{n},$ $\tau\in B_{m}$ で、 $\hat{\sigma},$ $\hat{\tau}$ は結び目であるとする。 このとき特殊積 $\sigma*\tau$ に関して
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